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Аннотация
Рассматривается начальная задача для нелинейного дифференциального уравнения в частных про-
изводных. Задача описывает движение грунтовыхвод. Полученыформулы для приближенныхрешений.
Предлагаемый подход заключается в последовательном решении ряда вспомогательных задач.
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Summary
We consider the initial value problem for nonlinear differential equations in partial derivatives. The
problem describes the movement of groundwater. The formulas for the approximate solutions are obtained.
The proposed approach is a consistent solution of a number of auxiliary problems.
Key words:Mathematical model, Cauchy problem, an approximate solution, the power series.
1.Постановка задачи
Рассмотрим начальную задачу для нелинейного дифференциального уравнения в частных производ-
ных
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Данная задача является математической моделью движения грунтовых вод [1]. В уравнении (1)
h(x, y, t) – уровень грунтовых вод, неизвестная функция, где t – время, (x, y) – координаты, h0(x, y)
– известная функция, которая задает уровень грунтовых вод при t = 0 , H(x, y) – известная достаточно
гладкая функция, которая описывает подстилающую поверхность, r = µρg/m , где µ – коэффициент,
зависящий от свойств грунта, m > 1 – коэффициент пористости грунта, ρ – плотность жидкости.
В силу нелинейности дифференциального уравнения (1), которое является уравнением Буссинеска,
найти решение поставленной начальной задачи аналитически не представляется возможным. Прибли-
женное решение будем строить следующим образом: получим формулы для нахождения приближенных
решений вспомогательной задачи на малом промежутке изменения переменной t ∈ [a, a + τ ] ; для ре-
шения исходной задачи необходимо последовательно решить вспомогательные задачи, полагая a = 0 ,
a = τ , a = 2τ, . . . , a = T − τ .
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При практическом решении полагаем (x, y) ∈ D , где D – произвольная область на плоскостиR2 .
2. Приближенное решение
Рассмотрим вспомогательную начальную задачу на малом промежутке t ∈ [a, a+ τ ] .
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, (x, y) ∈ R2, t ∈ [a, a+ τ ] (3)
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Решение h(x, y, t) ищем в виде ряда по степеням t− a в правой τ – полуокрестности точки t = a .
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Перепишем уравнение (3) вспомогательной задачи в виде
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Дифференцируем ряд (5) в правой полуокрестности в правой τ – полуокрестности точки t = a :
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Подставляем ряды, полученные в результате дифференцирования, в равенство (6)
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях (t− a)r
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и получаем рекуррентную формулу для нахождения функций hr(x, y), r = 1, 2, 3, . . . , h0(x, y) – из-
вестная функция из начального условия (3).
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Заменим бесконечную сумму (5) на конечную, получаем приближенное решение вспомогательной за-
дачи
h(x, y, t) = h0(x, y) +
N∑
k=1
hk(x, y)(t − a)
k =
N∑
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hm(x, y)(t− a)
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Решением исходной задачи (1),(2) при t ∈ [0, T ], (x, Y ) ∈ D ⊂ R2 , где T > 0 – любое число, D –
произвольная область на плоскости, будет последовательность решений вспомогательных задач при a =
0, a = τ, a = 2τ, . . . , a = T − τ . Величина T должна быть кратной τ . При a = 0 функцию h0(x, y) берем
из условия (2). Решение вспомогательной задачи будет решением исходной задачи на участке t ∈ [0, τ ] .
Далее решаем задачу (3),(4), полагая a = τ, h0(x, y) = h(x, y, τ) . Решение вспомогательной задачи при
a = τ будет решением основной задачи на промежутке t ∈ [τ, 2τ ] . Продолжая процесс таким образом,
находим решение на всем промежутке [0, T ] .
3. Заключение.
Данный подход к решению начальной задачи следует реализовывать вMathCad, Matematica или дру-
гих математических пакетах, в которых возможны символьные преобразования математических выраже-
ний и аналитическое вычисление производных. В численных экспериментах количество слагаемых N в
формуле (7) следует увеличивать, а величину шага τ уменьшать до тех пор, пока дальнейшее изменение
этих параметров не приводит к изменению решения исходной начальной задачи в рамках требуемой точ-
ности. Данный подход применялся для решения краевых, начальных и обратных задач для нелинейных
дифференциальных уравнений и систем [2-5].
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